
深北莫 — 离散数学 (2022 年春季学期) 作业 3
交作业时间：4 月 5 日

作业规定（重要！）:

• 如果某个问题你不会做，你可以不做，你将自动得到该问题 20% 的分数。如果你对某个问题
只有部分的解答，写下你的部分解答。如果你不会做某个问题，不要写无关、混乱的解答，否
则你会得到一个负的分数。

• 鼓励相互讨论，但每位同学必须独立写出自己的解答！如果发现抄袭，双方本次作业作废，都
得 0 分。

• 如果你在别处（别的书或网络等）读到了某个作业问题的答案，你可以阅读解答，在理解了
后，可以抄写解答，但必须清楚地写出答案的来源，比如 “该解答来自于某处”。如果抄写解
答而不写出来源，算作剽窃，本次作业作废，得 0 分。

• 这是一门数学课，所以尽量将你的解答写得清楚、明白。如果只是最终答案正确，但解答过程
没有或不清楚，会被扣分至少 30%。

问题（总分 100 分，每个问题分数平均分配，每个问题的小问，分数平均分配）：

1. 注：本题与作业 2 的第 10 题一样，仅（2）中对于 g(ai) 和 h(ai) 的定义有所不同，作业 2 的第 10
题中（2）里 g(ai) 和 h(ai) 的定义写错了，抱歉。作业 2 的第 10 题都算正确，自动得 10 分。

(1) 给定如下包含 10 个不同整数的序列：3, 9, 5, 28, 18, 7, 40, 33, 19, 2。其中 3, 5, 7, 33 是一个长度是
4 的单调递增的子序列；28, 19, 2 是一个长度是 3 的单调递减的子序列。找出一个长度最长的单
调递增子序列，其长度是多少？找出一个长度最长的单调递减子序列，其长度是多少？

(2) 给定任意包含 k 个不同整数的序列：a1, a2, a3, . . . , ak。定义 g(ai) 为在 a1, a2, . . . , ai 之间以 ai

为结尾的最长的单调递增的子序列的长度，定义 h(ai) 为在 a1, a2, . . . , ai 之间以 ai 为结尾的最
长的单调递减的子序列的长度。比如，在 (1)的序列中，g(28) = 3，对应的递增子序列是 3, 5, 28；
h(28) = 1，对应的递减子序列是 28。计算：g(18), h(18)；g(40), h(40)。

(3) 根据 (2) 中的定义，对于 i ̸= j，有没有可能

g(ai) = g(aj), h(ai) = h(aj)

同时成立？说明理由。

(4) 证明：任意包含 n2 + 1 个整数的序列：a1, a2, a3, . . . , an2+1，要么有一个长度 ≥ n+ 1 的单调递
增的子序列，要么有一个长度 ≥ n+ 1 的单调递减的子序列。

提示：用反证法，考虑映射 f(ai) = (g(ai), h(ai))，对此映射用鸽笼原理。
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2. 使用二项式定理回答下列问题。

(1) 判断：(x+ y)13 中有没有 x5y6 这样的项？

(2) 判断：(x+ y − 2)13 中有没有 x5y6 这样的项？

(3) 计算：(5x− 8y + 3)13 中 x6y7 这一项的系数？

(4) 计算：3230 被 7 除的余数是多少？

3. 假设一个硬币两面不是对称的，抛一次硬币得到正面的概率是 2/3，反面的概率是 1/3。抛硬币 10

次，用 (a, b) 表示正面和反面出现的次数，那么

(a, b) ∈ {(0, 10), (1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6), (5, 5), (6, 4), (7, 3), (8, 2), (9, 1), (10, 0)}.

(1) (a, b) = (4, 6) 的概率是多大？

(2) 在 11 中可能性中，哪种出现的概率最高？

(3) 在 11 中可能性中，哪种出现的概率最低？

(4) 假设硬币是对称的，即抛硬币得到正反两面的概率都是 1/2。通过计算估计：a ≤ 7 的概率，即
抛 10 次得到最多 7 个正面的概率是多大？

4. 根据课堂上讲的对阶乘及组合数的估计，回答下列问题。

(1) 比较：300! 与 100300，哪个更大？

(2) 用二进制表示整数 20 需要 5 位。用二进制表示
(
100
50

)
这个数字，大概需要多少位？

5. 一场短跑比赛有 50 个运动员参加，屏幕上只显示前 10 名的名字。假设运动员名字各不相同。用命
题 3.7 计算估计：屏幕上显示的运动员名字组合有多少种可能性？

6. 下面是与容斥原理有关的问题：

(1) 某班有 25 个学生，其中 14 人会打篮球，12 人会打排球，6 个会打网球，6 人会打篮球和排球，
5 人会打篮球和网球，还有 2 人会打这 3 种球，已知 6 个会打网球的人都会打篮球或排球。求：
不会打球的人数？

(2) 得到错位排列的可能性，是随着牌的张数 n 越多而越高还是越低？

(3) n = 54 时，得到错位排列的可能性是多大？

7. 用双计数方法解决如下问题:

(1) 一个学校有 1000 名学生。学校规定每个学生最多参加 3 个社团，每个社团成立必须至少有 20
名成员。问社团最多能有多少个？

(2) 证明：
(
m+n

s

)
=

∑s
i=0

(
m
i

)(
n

s−i

)
.

(3) 设 A 是一个 r 行 c 列的矩阵，其中每个元素都是 0 或 1。假设每一列都恰好有 k 个 1。给定
两行，称这两行为一对 t-完美行，如果这两行满足恰好有 t 列对应位置的元素都是 1。问：这种
t-完美行最多有多少对？
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8. 以下是与集合的基本概念有关的题目。

(a) {{2, 3} ∪ {3, 5, 6}} ∩ {1, 2, 4, 6, 7} =?

(b) P(∅)× P(P({3})) =?

(c) (A−B) ∩ (B −A) = ∅，是否正确？如正确，给出证明，如错误，给一个反例。

(d) 证明：如果 A ⊆ B 且 C ⊆ D，则 A× C ⊆ B ×D.

9. (1) 设 f : A → B 和 g : A → C 都是双射。试定义一个双射函数 h : B → C.

(2) 设 E = {k ∈ Z : 2 | k}，O = {k ∈ Z : 2 ∤ k}，分别表示偶数集和奇数集。f(n) = 2n 与
g(n) = 2n+ 1 分别是从 Z 到 E 与从 Z 到 O 的双射. 试写出 f−1, g−1, h−1，其中 h 由（1）中
定义。

10. 用构造映射的方法证明：对任意 a, b ∈ R，a < b，都有

(a) |(a, b)| = R，

(b) |[a, b]| = R. （提示：证明 |(a, b)| = |[a, b]|）
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